Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

Commencez donc par refaire
quelques exercices du chapitre
« Techniques élémentaires de calcul intégral ».

@ CALCULS EXACTS DE PRIMITIVES
ET D’INTEGRALES

(® Calculer les intégrales suivantes :

1 1
1) f min {¢,1—2¢%} dt. 2) f I3t—1| dt.
0 0

n 4 I_XJ .
3) lim e lt)de. 4) sin —— dx.
n—+o00o 0 0 4

\1\

‘ . Determlner une primitive des fonctions suivantes :

2
‘ x — e*Xsin x. 2) x+——chxcosx.

RSB

®® Calculer : 1) cos* x dx.
\
n 0

T
2

2) cos? x sin(3x) dx.

\ 3

~\ Calculer :
4

1) & J. Arctan x dx.
2) DO J. x (Arctan x)? dx.

‘ ‘ (® @® Calculer les intégrales suivantes, puis faire tendre

—/avers +OO

dx
1) ——— enposantt =+ x + 1.
3 Xvx+1 P

2) f dx i
0 (1 —+ xz)

‘ (® @ Déterminer pour tout z € C une primitive de la
1

en posant x =tant.

\ 6

fonction t — ——
t—z°

1 @@ Soit f € €'(I,R) bijective de I sur J = f(I).
) On note F une primitive de f sur I. Determlner une
expression explicite d’'une primitive de f ! sur J.

s
6 cos®t
cos(2t)

\8 ‘ SIS Onposel—f

0

6 sin®t
etJ = de
o cos(2t)

1) Calculer I +J en posant x =tant.
2) En déduire I et J.

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

0] OO -
~ 1) Justifier pour tous p € N et q € [0, p] l'existence
1
de l'intégrale I, , = xP(Inx)? dx.
0
2) Exprimer I, ; en fonctiondeI, ,_; pour tousp € N*
et ¢ € [1,p]. On commencera par un calcul sur
[&,1] pour tout € €]0,1].
n!
3) En déduire que I,,,, = (—1)" ———— pour tout
. 1
neN. (n+ 1)
‘ 10‘ (@ On pose pour toutn € N :
Z (=1)k
u, = tan®*2tdt et S,= )
o i 2k + 1
k=
1) Etudier la monotonie de (u,,),cx-
2) Simplifier u, + u,,; pour tout n € N.
T
3) Montrer que pourtoutn e N: S, = —+(—1)”u
1
4) Montrer que u,, — et determlner lim S,.
n—+oo 4n n—+00
‘11‘ OO

~7J) 1) a) Factoriser X?> —2X cos9 + 1 pour tout 6 € R.
b) Justifier qu'on peut poser :

21
I(x):J. 1n(x2—2xc059 +1) de
0

pour tout x € R\ {— 1, 1}.
2) Montrer que la fonction I est paire.
3) a) Pour tout § € R, déterminer la factorisation
irréductible sur R de X* —2X2%cos 8 + 1.
b) En déduire que pour tout x € R\ {— 1, 1} :
I(x?) =21I(x).
4) a) Montrer que pour tout x €] —1,1[ :
47'5111(1 — |x|) <I(x) < 47rln(1 + |x|)
en exploitant I'inégalité triangulaire.
b) En déduire que I est nulle sur ]—1,1[.

1
5) Apres avoir calculé I (—), calculer I(x) pour tout
x €R\[-1,1].

@ EXERCICES DIVERS

Soit f € ¢([0,1],R).

(12)
1) @ Montrer que si f f(t)dt =0, f sannule au
moins une fois. )
1
2) (®(® Montrer que si f f(t)dt = =, f possede
un point fixe. 0 2
‘ 13 ‘ ® @ Soient f,g € Cg/ﬂ([a b], ]R) monotones de mémes

sens de variation.
1) Montrer que pour tous x,y € [a, b] :

(F0)=£))(s0)—gx)) =0
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2) En déduire l'inégalité :

b b b
f f(t)dtJ. g(t)dt<(b—a)f f()g(t)de.

‘174‘ 1) ®® Soit f € ¢([a,b],R). A quelle condition
nécessaire et suffisante I'inégalité triangulaire :

b b
Jf(t)dt <f HOIKE

est-elle une égalité ?
2) M@ Etsif est avaleurs complexes?

S0 Soient f,g € %([a, b],R). Montrer l'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

b
f f(t)g(t)de

On pourra observer que A —— (Af + g)? est

polynomiale et positive ou nulle sur R.
2) Soient f,g € <€([O, 1],R) deux fonctions po-
sitives pour lesquelles f g = 1. Montrer que :

1 1
f(e) dtxf g(t)dt=>1
0 0

3) ®® Soit f € ‘61([0,a],R) une fonction pour
laquelle f(0) = 0. On note F l'unique primitive de
|f’| qui s’annule en O.

a) Montrer que :

f HOILG] dt<f F(£)F'(¢) dt.
0 0

b) En déduire l'inégalité d’Opial :
a a
IFOFOde< S| (07 e
0 2 0

Soit f € ¥(R,C). On pose pour tout x € R :
X
1) <p(X)=f f(t+x)dt.

0

\'16\\

21
2) OO <p(x)=f flx—rt)e dt.

0
Montrer que ¢ est de classe €' sur R et calculer ¢’.

X

1
On pose p(x) = —J. cos(t2+t) dt pour tout x € R*.
x

\ 17)

I ) Montrer que Za est dérivable sur R* et calculer
sa dérivée.

2) (® Montrer que @ est prolongeable par conti-
nuité en 0, puis que son prolongement par conti-
nuité est dérivable en 0.

b b
< \U f(t)2de \U g(t)2 dt.
a b a

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

® @ Soient I un intervalle, a,b € I et f € €*(I,C)
une fonction qui ne s’annule pas sur I. x .,
t
1) Onpose pourtousx €I : g(x)= f(—(t))
Vérifier que f = f(a)es. f
2) Montrer que si f(a) = f(b), le nombre complexe

1 (P
2in ), f(t)

\18\
de.

| ®® SoitP=a,X"+...+a,<€C[X].

21
1) Calculer f P(e“)e_ikt dt pour tout k € N.
0
2) Justifier 'existence du réel sup|P| puis montrer

\19

que pour tout k e N:  |a;| < sup |P|.

Soit f € 6([ ( a, b] R) On fait 'hypothese que pour tout

thf(e)de =
1) @ Montrer que pour tout P € R, [X] :

\20\
kefo,n]:

b
f P(t)f(t)dt=0

2) & En déduire que f s’annule n + 1 fois au
moins sur ]a, b[.

.,a, €R.Onpose P=a,X"+...+a,.

P4 5
pt+q+1 1
en étudiant J. P(x)?dx.
0

‘ 21 ‘ Soient ay), ..

1) ®® Montrer que Z
0<p,q<n

2) ©® n
a) Calculer Re(f elkt dt) pour tout k € Z, puis
0

T

exprimer }P(e“)|2 dt en fonctionde ay, ..., a,.

0
b) Montrer que pour tout Q € C[X] :

1 T
J. Q(x) dx = —iJ. Q(e)el dt.
-1 0

¢) En déduire l’inégalité de Hilbert :

p+q+1 Z

0<p,g<n k=

@ LIMITES D’INTEGRALES

1
. t"
| 22‘ Etudier les limites suivantes : 1) &) nlgrnooJ.O Yo dt.

cost

3x

(23] Gl .
1) Calculerf t* de pourtousxe]—l,l]etkeN,

Z( 1)k 1

puis montrer que : =In(1 + x).
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2) Montrer de méme que pour tout x € [—1,1] :

= (_1)k x2k+1
= 2k+1

= Arctan x.

‘ @® Soit f € ‘5([0 1] R) Calculer hm J. f(t) dt,
—/ puis interpréter géométriquement.

sin
‘ 25 ‘ ® @® Montrer que t —> T décrofit sur ]O E[ puis

X
sint
en déduire lim J. — dt.
X

x—0 t2

26) @O o
~ 1) Montrer que : x — ry < sinx < x  pour tout
x €[0,m]. .
2) En déduire lim sin i dt.
) P
\27\ 00
~7) 1) Soient f € ¥(R,,R) et £ € R. On suppose que la
n
suite (J f(t) dt) converge vers {.
0 neN x
Montrer que dans ce cas, lim J f(yde=1¢:
X—+00 0
a) sif est positive sur R,.
b) si |f(x)| pour tout x = 1.
c) si hm f(x) =
2) Trouver une fonction f € 4(R,,R) pour laquelle
(J. f(t)dt) converge alorsque x — | f(t)dt
eN 0
n’a pas de limite en +o00.
\28\ Gl

1) a) Montrer que pour tout f € Cgl([a, b],(C) :

b
: ixt —
xlgrnoofa f()e*dt=0
b) En déduire que pour tout f € %1([a, b],R) :

(lemme de
Riemann-Lebesgue).

b b
ngrnooJ‘ f(t)cos(xt)dtzxggrnoof f(t)sin(xt)dt =0

puis interpréter géométriquement ces limites.
X .
sint

2) a) Justifier pour tout x > 0 I'existence def T dt.

0
b) Montrer que pour tous n € N* et t €0, 7[ :
1 sin((2n+ 1)t
1+ ZZCOS(Zkt) = (—)
P sint
n

2 sin((2n+ 1)t

¥ dt

puis en déduire -
sint

0

¢) Montrer que la fonction t — — — —— est
t sint

prolongeable en une fonction de classe €' a
ﬂ? .
[O, E] tout entier.

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

d) @®® En déduire que :
2 sin((2n+ 1)t

lim f sin(@n+ 1)) | _
0

s
n—+00 t 2’
X .
s .. . sint
puis l'intégrale de Dirichlet 1lim — dt.
X—+00 0 t

SN On pose : xzdt
29 f_ sixeR:\{1)
Flx) = . Int

0 six=0

In2 six=1.

tint
b) En déduire que x?In2 < f(x) < xIn2 pour
tout x €]0, 1[ et que pour tout x > 1 :
xIn2 < f(x)<x%In2.

¢) Montrer alors que f est continue en O et en 1
et calculer lim f.
+00

2) a) Montrer que f est de classe € Lsur Rj \ {1} et
y calculer f’.
b) En déduire enfin que f est de classe €' sur R,
tout entier. 1 r—1
3) Justifier 'existence de l'intégrale f —— dt et
déterminer sa valeur. o Int

x2
de
1) a) Calculer f —— pour tout x € R* \ {1}
X

| ®®® Soit f € <€([O 1] (C) Montrer que :

\30
nlg—noof f )dt _f(O)
‘31 | Soient f € <€([a b], R) positive avec a < b.

~~/ 1) ® Montrer que pour tout n € N* :

ff(t)" dt <|lfllec Vb

nl rb
2) & @ Montrer que ligloo\ f Fdet =|floo-

® FORMULES DE TAYLOR-LAGRANGE

‘32‘ ®® Soient f € €(I,C) et a € I. Montrer que la
x (.X'—t)n_l
. (m=1)

n®™me€ de f sur I.

fonction x — f(t) dt est une primitive

\BTB\ Montrer que pour tout x € [0, 7] :
22 3 3oox®
x X X

X—— SssinxS<x——+ .

6 6 120
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2k+1
x
Mont = 1)f——
‘34‘ ®® onrerquesn;kx E ()] T

et cosx = Z (—1)k (;k)' pour tout x € R.

‘ 35 ‘ @@ Soit f € ¢?([a, b],C) une fonction pour laquelle
f(a)=f(b).

1) Montrer, en appliquant deux fois I'inégalité de Taylor-

Lagrange, que pour tout x € [a, b] :
L
(b=a)[f'C)| < 5 IIf "Moo (Gx =) +(x = b)?).

b
2) En déduire que ||f']|oo <

1/

®® Soit f € €%(R,R). On suppose f et f” bornées
\36\
— Jsur R.

1) Montrer que pour tous x,h € R :
|f(x+h)—f(X)—hf’(X)|< IIf”IIoo
h2
et |f(x —h)— f (x) + hf'(x)| < = 1 lleo-

2) En déduire que pour tous x € R et h>0:

()] < ”f”oo

puis que f’ est bornée sur R.

3) En déduire que [|flloo < 4/2 If lloo [1f“llco-

h 1
43 1 Noos

‘3 ‘ Soient A >0 et f € <€°°(R C). On suppose que pour
“toutneN: fM(0)= et Hf(”)”OO < A'nl.

11
1) ® @ Montrer que f est nulle sur [_T X]'
2) M@ Montrer que f est nulle sur R.

@ SOMMES DE RIEMANN

"gﬂ (M@ Déterminer un équivalent lorsque n tend vers

n 2n
—/ 1 1
de: 1 _ 2 —.
eoder D 2imm P Lm
3) Zk“ (a=0). 4 Z:coszk—7T
k=1 k=1
n n 2
5 > vk(n—k). 6) l_[(l—i—%)
=1 k=1

\39\ OO
~”J 1) Montrer Pexistence de deux réels a >0et A = 0
pour lesquels pour tout x €] —a, af :

x—=2Ax?<In(1+x)<x

n
(s . 1 k
2) En déduire nlgrnoo klzll (1 + ;f (5)) pour toute
fonction f € ([0,1],R).

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

n
. k
3) Que vaut nl}gloo kl_ll (1 + ﬁ)

‘ 40‘ (M@ Soient I un intervalle, ¢ : [ — R convexe et
f €6([0,1],R) & valeurs dans I.

1) Montrer que J f(x)dxel.

2) Montrer l'inégalité de Jensen :
1 1
go(J. f(x) dx) < J. @(f(x)) dx
0 0

‘41‘ ®® Soit f € <€([a b], R convexe. On note m la

——f f(x)dx.

fla)+f(b)
2

+b
b) Montrer que m = f (aT) en exploitant une

certaine somme de Riemann.
2) On suppose a présent f dérivable sur [a, b].
a) Montrer que pour tout ¢ € [a, b] :

m= (a-;—b —c)f’(c)+f(c).
b) En déduire que :

n> LT () SOS@

valeur moyenne de f :

1) a) Montrer que m < ————

‘42 | @®® Soitx eR\ {— 1,1}. Aprés en avoir justifié
21
I'existence, calculer In (x2 —2xcos6 + 1) doé grace

0
a des sommes de Riemann.




